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Subiectul I

Fie ABCD tetraedru regulat de muchie a. Aflaţi ce valori poate lua distanţa dintre două mediane necoplanare a unor feţe ale tetraedrului ABCD.                                                           e.20
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Vom aplica metoda proiectarii configuratiei pe un pan perpendicular pe una dintre mediane. Fie mediana (BE) şi centrul de greutate G al triunghiului BCD. Înainte de a decide care va fi a doua mediană de considerat, pregătim un plan γ perpendicular în E pe BE. Evident, acest plan va conţine muchia CD. Fie F proiecţia lui A în planul γ; AGEF este dreptunghi. O a doua mediană ce poate fi luată în discuţie este CH, H fiind mijlocul lui AB. Punctul H se proiectează pe γ în mijlocul H’ al lui EF. Distanţa între medianele BE, CH va fi distanţa x de la E la dreapta CH’. Aceeaşi distanţă va apare şi între medianele BE, DH. Punem în evidenţă şi mijlocul K al lui BC, proiectat pe γ în mijlocul K’ al segmentului (CE). Distanţa între medianele  BE, AK va fi distanţa y de la E la dreapta FK’. Nu vor surveni distanţe diferite de acestea. În acest moment problema este redusă la calcule de geometrie plană.                  (4p)


Pentru a evita calcule neapetisante, fie 2b = EF = GA. Calculul lui x şi y din triunghiurile dreptunghice ECH’, EFK’ dă x.CH’ = EH’.EC, y.FK’ = EK’.EF. După ridicare la pătrat şi eliminări de numitori, 
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Ar avea loc x = y doar în eventualitatea a = 4b, uşor de exclus. Pentru finalizarea calculelor vom observa a2 = 6b2,   10x2 = a2, 35y2 = 2a2. 


Observaţie. Figura ilustrativă a evitat desenul spaţial, prezentând doar configuraţiile din două plane, convenabil alese.                                (3p)

Obs: Dacă se determină o singură distanţă, se scad 2p din cele 4p.

Subiectul II

x0 = x      x1=f(x0)           x2=f(x1)  …………xn+1=f(xn)                         1p

xn-1 + axn + 2b(a+2b)xn-1=0     (()n(N*                                                                         1p

r2 +ar – 2b(a+2b)=0    r1=2b     r2=+(a+2b)                                          1p

xn=c1(2b)n + c2(-1)n(a+2b)n(0   deoarece f(x)(0                                   1p

2b(a+2b   dacă c2(0 ar rezulta că pentru un nr. convenabil ales xn(0 (contradicţie) deci

c2= 0                      2p
xn=c1(2b)n  ( x0 = c1 = x      x1= 2bx                 1p 

Subiectul III
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Det(C+D) + det(C - D) = 2(detC+detD) ( 0                1p

detD = i2det(AB - BA)= - det(AB - BA)                        1p

detC – detD ( 0  ( det(A2 + B2) ( det(AB - BA)          1p  
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Fig. 36
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